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Pelagia Morejko

Klasyfikacja 1 klasyfikowanie

Wprowadzenie

Klasyfikacja jest jednym z wazniejszych poje¢ w nauce w ogodle, a w mate-
matyce w szczeg6lnosci, ze wzgledu na jej walor poznawczy. Dzigki bowiem kla-
syfikacji powstaja nowe pojecia. Klasyfikacja stanowi réwniez element racjonalnej
pracy (zabawy), co widoczne jest do§¢ wyraznie w Zyciu codziennym. Tam wszg-
dzie, gdzie o efektach pracy decyduje dobra organizacja, trudno sig obejs¢ bez kla-
syfikowania wielorakich elementow tej pracy. Klasyfikowanie jako pewna umie-
jetno$é towarzyszy cztowiekowi niemal od pierwszych dni jego Zycia, oscylujac
od form stanowiacych zaczatek procesu budowania sig tej umiejgtnosci, poprzez
rozne formy przej$ciowe (nieporadne, jesli obserwujemy czynnosci; niepeine, jesli
oceniamy efekt), do klasyfikacji zwanej operacyjna.

Definicja klasyfikacji

W nowoczesnych sklepach obuwniczych buty s sklasyfikowane wedtug roz-
miaréw; w sklepie spozywczym nie stoja obok siebie na jednej pétce maka, ma-
sto, sery i wedliny, lecz produkty te sa utozone na réznych poétkach; eksponaty
w muzeum klasyfikuje si¢ przez rozmieszczenie ich w réznych salach czy gablo-
tach. W matematyce dokonujemy klasyfikacji wielokatéw na wypukie i niewypu-
kle, a takze dokonujac innego podziatu: na trojkaty, czworokaty, pigciokaty itd.;
liczby naturalne mozemy podzieli¢ na parzyste i nieparzyste; trojkaty dzielimy na
ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne.

Analizujac powyzsze przyklady, dostrzezemy, Ze za kazdym razem w rozwa-
zanym zbiorze (butéw, produktow spozywczych, wielokatow, liczb naturalnych,
tréjkatow) wyrdzniono pewne podzbiory, przy czym spetnione byly nastgpujace
warunki:

1) suma (mnogosciowa) wyréznionych podzbiordéw jest dany zbior;

2) kazde dwa podzbiory sg roztaczne;

3) wyr6znione podzbiory sg niepuste.

Podzbiory, o ktérych wyzej mowa, nazywamy klasami abstrakcji fub krétko
klasami.
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Zauwazmy, Ze zbiory w rozwazanych przykiadach byly jedne skonczone (np.
zbiér butéw), inne nieskonczone (np. zbiér trojkatéw). Takze liczba podzbioréw
(klas) byta skonczona lub nieskonczona. Skoficzony zbidr butéw zostat podzielony
na na skonczona liczbg klas — jest ich tyle, iloma rozmiarami butéw dysponuje ak-
tualnie konkretny sklep. Wielokatow jest nieskoficzenie wiele; podzial na wieloka-
ty wypukde i niewypukle daje dwie klasy. Podziat wielokatow na: trojkaty, czworo-
katy, pigciokaty itd. daje nieskonczenie wiele klas. Trojkatow jest nieskonczenie wie-
le; podziat na trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne daje trzy klasy.

Zwr6¢my uwagg na fakt, ze ogbine pojgcie zbioru w matematyce pozwala na
tworzenie zbioréw z elementdéw catkowicie dowolnych i nie zwigzanych ze soba.
Mozna wigc utworzy¢ zbiér, do ktérego nalezy diugopis pewnej osoby, konkret-
ne auto stojace na osiedlowym parkingu i ekspedientka z osiedlowego sklepu.
Takie jednak pojgcie zbioru jest trudne i nie ma zadnego znaczenia praktycznego,
dlatego tez tworzy sig zbiory z elementdw, ktére posiadajac wspélng ceche, od-
rozniaja si¢ w ten sposob od innych elementéw. W logice i psychologii tylko taki
zbiér bywa nazywany klasa. Zatem wyrdzniajac w wybranym zbiorze podzbiory
w spos6b catkowicie arbitralny, jesli tylko spelnione bgda sformutowane wyzej wa-
runki od 1-3, otrzymamy poprawng klasyfikacje. Tylko ze ta klasyfikacja moze sig
okaza¢ zupelnie nieprzydatna.

Dlatego klasyfikowanie (podziat zbioru na klasy) bedzie oparte na taczeniu
elementéw w klasy na podstawie zwiazkéw zachodzacych miedzy nimi (podo-
biefistw, wspélnoty cech itp.). W dalszej czgéci zwrdcimy uwagg zaréwno na
aspekt praktyczny klasyfikacji, jak i jej wykorzystanie dla cel6w poznawczych, $ci-
§le do budowania nowych pojgc.

Zdobycie umiejetnosci klasyfikowania, ktére Piaget (1998) nazywa operacyj-
nym, trwa do§¢ dtugo i zawiera si¢ w zasadzie w okresie przedszkolnym. Szcze-
gbtowy opis pozioméw klasyfikacji, ktére zdobywa dziecko w wielu przedszkol-
nym, zamieszczony jest w ksiazce E. Gruszczyk-Kolczynskiej (1997).

Dziecko w wielu 7-8 lat przejawia juz zrozumienie inkluzji (zawierania sig)
klas. Potrafi rownoczeénie dostrzega¢ podobienstwa bgdace podstawa tworzenia
poszczegdlnych klas, jak i réznice migdzy klasami. Na tym etapie dziecko potra-
fi przewidywac kryteria, wedhug ktorych nastapi klasyfikacja; dostrzega mozliwo-
$ci zmiany kryterium (np. klocki mozna klasyfikowaé wedlug koloru, ksztattu,
wielko$ci i grubosci), a takze przejawia juz zdolnos¢ do budowania klasyfikacji
hierarchicznych.
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Tworzenie klasy pojgciowe]

Tworzenie klasy pojeciowej jest dla ucznia jednym ze sposobéow wprowadza-
nia nowego pojecia. Klasg pojgciowa otrzymujemy, tworzac zbidr elementéw spet-
niajacych okre$lony warunek (jeden lub wigcej) 1 nadajac jego elementom nazwe.
Na danym etapie wiedzy ucznia nadana nazwa przystuguje tylko elementom utwo-
rzonego zbioru. Elementy zbioru — klasy pojgciowej — wybierane sa z pewne-
g0 z gory ustalonego zbioru. Zbidr ten w procesie nauczania wystepuje dos¢ niejaw-
nie; jego istnienie jest jednak milczaco zakiadane. Proces tworzenia klasy pojecio-
wej prowadzi zatem do wyréznienia w danym zbiorze dwdch podzbioréw: zbioru re-
prezentantdw budowanego pojgcia i zbioru pozostatych obiektéw. W logice nazywa
sig ten proces klasyfikacja dwudzielna: na zbidr elementéw posiadajacych dana
wiasno$é i zbior elementéw nie posiadajacych jej. Uswiadomienie sobie przez ucznia
istnienia zbioru, z ktérego wybierane sg elementy celem utworzenia klasy pojgcio-
wej, pozwala na wigczenie utworzonej klasy do klasy nadrzgdne;j.

Rozwazmy kilka przyktadow.

Przykiad 1. Dzieci w przedszkolu wybieraja z zestawu klockéw logicznych np.
podzbior klockéw czerwonych. Ich wyodrebnienie oznacza podzial klockéw na
dwa podzbiory: klockéw czerwonych i klockéw nieczerwonych.

Przykiad 2. Uczen szczebla poczatkowego zapoznaje sig juz z pojgciem tama-
nej, cho¢ zakres tego pojecia na tym etapie jest jeszcze dosé ubogi. Uczen obser-
wuje narysowane rozne ,,linie”, a takze sam rysuje (przez ,,lini¢” bedzie tu rozu-
mieé figure ograniczona dajaca si¢ narysowaé bez odrywania otéwka od papieru).
Na rys. 1 mamy kilka takich linii.

)<//7 f
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Rys.1.
Uczen spos$rdd tych linii wybiera na zasadzie podobienstw tamane. Ulatwie-
niem jest dla niego znajomosc¢ odcinka.
Przyktad 3. W kl. II uczen poznaje pojecie liczby parzystej. Po licznych za-
biegach dydaktycznych, wsrod ktérych niebagatelna role odgrywa wskazywanie
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tych liczb na osi, a w odpowiednim czasie sprawdzanie podzielnoéci przez dwa,
uczen wyodrgbnia ze zbioru liczb naturalnych dwa podzbiory: zbiér liczb parzy-
stych i zbior liczb nieparzystych. Podzbiory te sa roztaczne i kazda liczba naturalna
nalezy do jednego z nich. Jest to catkiem juz jawny przyklad klasyfikacji dwudziel-
nej. Uczen jest takze w petni §wiadomy istnienia klasy nadrzednej, jaka jest w tym
przypadku zbidr liczb naturalnych.

Klasyfikacja wedtug cech

Klasyfikowanie na podstawie wiasnosci elementow (cech, warunkéw) odby-
wa sig w nastepujacy sposéb: formutujemy alternatywe warunkow zawsze praw-
dziwa w rozwazanym zbiorze i tak, aby koniunkcja kazdych dwéch warunkow dla
kazdego elementu klasyfikowanego zbioru byta zdaniem fatszywym. Sformutowa-
ne warunki sa podstawa utworzenia podzbiordw roziacznych i niepustych i takich,
ze ich suma mnogoéciowa jest dany zbior. Kazdy z podzbioréw moze tworzy¢ kla-
s¢ pojeciowa, lub tylko niektore. Tym, ktore tworza klasy pojgciowe, nadajemy na-
zwy, pozostatym nie. Te ostatnie moga by¢ nieinteresujace w ogoéle lub tylko na
danym etapie nauczania.

Przykiad 1. Rozwazmy zbior klockow logicznych. Jako cechg 0gdlng przyj-
mijmy ksztatt. Odmianami tej cechy w rozwazanym zbiorze sa: prostokatno$¢, tréj-
katnos¢, okragtos¢. Zbior klockow rozpadnie sig na trzy podzbiory roztaczne: zbior
klockow prostokatnych, zbidr klockow tréjkatnych oraz zbiér klockow okraghych.
Ten sam zbi6r mozna sklasyfikowaé wedtug cechy ,barwa”, lub cechy ,,wielkoéé”,
lub cechy ,,grubosé”.

Przyklad 2. Rozwazmy zbior wszystkich trojkatéw. Pewne trojkaty maja
wszystkie katy ostre, inne jeden kat prosty (dwa pozostate sa wtedy ostre), inne
wreszcie jeden kat rozwarty (dwa pozostale sa ostre). Zaden z tréjkatéw nie moze
spetniaé dwoéch warunkow rownoczesnie i nie ma tréjkata, ktory nie spetniatby
zadnego z warunkow. Wyodrgbnianie ze zbioru trojkatow tych, ktore spehiaja ko-
lejno jeden z warunkéw, prowadzi do podziahu trojkatéw na trzy podzbiory — kla-
sy pojgciowe — na tyle wazne, ze nadajemy odpowiednim pojeciom nazwy: tréjkat
ostrokatny, trdjkat prostokatny, trojkat rozwartokatny.

Przyktad 3. Zbior wszystkich wielokatéw mozemy sklasyfikowa¢ w nastepu-
jacy sposdb: wybieramy cechg ogdlng — liczbg bokéw i jej odmiany — 3 boki, 4
boki, 5 bokéw itd. Mamy tu do czynienia z alternatywa warunkéw: wiclokat ma
3 boki lub wielokat ma 4 boki lub wielokat ma 5 bokdw itd. Kazdy z wielokatow
spetnia jeden z warunkéw i tylko jeden. W tym przypadku nastapi podzial na nie-
skoticzenie wicle klas. Kazda z klas generuje jedno z pojgé: trojkat, czworokat, pig-
ciokat itd.
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Klasyfikacja wedhug relacji rownowaznosci

Definiowanie poje¢ przez klasy abstrakcji relacji rOwnowaznosciowych jest
wazna metodg stosowana w matematyce, ale nie tylko w niej. Wedtug niej postg-
pujemy w nastepujacy sposob: w klasyfikowanym zbiorze wprowadzamy pewng
relacje réwnowaznosci. Kazda relacja rownowaznos$ci ma tg wiasnosé, ze dzieli
zbidr na podzbiory zwane klasami abstrakcji. Podzbiory te sa roztaczne i niepuste
i ich suma mnogo$ciowa réwna si¢ danemu zbiorowi.

Przykiad 1. Niech zbidr Z bedzie zbiorem 0séb o inicjatach (w kolejnosei:
imig, nazwisko): A K., LK., RK.,B.W.,, G.W., Z.P. W zbiorze tym wprowadzamy
relacje: ,,mam nazwisko na tg sama literg, co ty”. Relacja ta jest rownowaznoscia,
fatwo bowiem sprawdzié, ze jest zwrotna, symetryczna i przechodnia (cho¢ zwrot-
no$¢ wyrazona zdaniem: ,,mam nazwisko na t¢ sama literg, co ja” brzmi sztucznie,
lecz nie mozna jej zanegowac). Rys.2 przedstawia podana zalezno$¢ za pomocg
strzatek. Widoczne sa réwniez wyraznie trzy klasy, na ktore rozpadt sig¢ rozpatry-
wany zbior oséb. Tymi klasami sg: zbi6r 0s6b o nazwisku na litere K, zbior 0séb
0 nazwisku na literg W oraz zbidr 0s6b o nazwisku na litere P.

Na rysunku nie uwzgledniono strzatek oznaczajacych zwrotnosc.

Rys.2

Przykiad 2.W zbiorze prostych ptaszczyzny wprowadzamy relacjg réwnole-
glosci. Latwo sprawdzié, ze jest ona rbwnowaznoscig. Jest bowiem:

— zwrotna,bo a||a,

— symetryczna,boa||b=> bl a

— przechodnia,boal|lbi bljc=>allc,

gdzie a, b, ¢ oznaczaja proste. Zalezno$ci powyzsze zachodza dla wszystkich
prostych ustalonej ptaszczyzny.

Relacja rownolegtosci dzieli zbidr prostych plaszczyzny na podzbiory roztacz-
ne i niepuste. Proste kazdego z podzbioréw sa rownolegte, proste nalezace do roz-
nych podzbioréw nie sa réwnolegte. Kazda z otrzymanych powyzszych klas wy-
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znacza nowe pojgcie matematyczne, jakim jest ki e r u n e k. Kierunkow jest nie-
skonczenie wiele. Nie maja one swoich specyficznych nazw.

Podsumowanie

Dwa podstawowe sposoby klasyfikowania: za pomoca warunkdw (cech, wia-
snosci) nie sa w istotny sposob rozne. Mozna bowiem przej$¢ od jednego sposo-
bu do drugiego, co zostato pokazane wczesniej w juz oméwionych przykiadach.
O wyborze sposobu decyduje fatwos¢ konstruowania klas.

W przykladzie, w ktorym zbidr 0sob zostal sklasyfikowany wedtug relacji
»mam nazwisko na t¢ sama literg, co ty”, mozna latwo przej$é¢ do klasyfikacji we-
dtug cech. Wybierajac cechg ,,pierwsza litera nazwiska” mamy w rozpatrywanym
zbiorze trzy jej odmiany: litera K, litera W oraz litera P. Ten drugi sposob jest
prostszy.

Klasyfikujac klocki wedtug cechy ,,barwa”, mozna dokonaé przejscia do kla-
syfikacji wedhug relacji. Relacj¢ tg mozna zdefiniowaé jako ,,jestem tego samego
koloru, co ty”. Ten pierwszy sposob jest prostszy.

Zamiana klasyfikacji zbioru prostych ptaszczyzny wedhug relacji réwnolegto-
$ci na klasyfikacjg wedtug cechy jest trudna. W tym celu nalezatoby podjaé dodat-
kowe zabiegi, wprowadzajac ukiad wspotrzednych. Wowczas kazda z prostych na-
lezaca do jednego kierunku bedzie miata ten sam wspéiczynnik kierunkowy. Od-
rebna w tej konstrukeji klase beda tworzy¢ proste rownolegte do osi OY. Mozna
tez p6j$¢ droga wybrana przez geografa, dokonujac wyboru dwoch kierunkéw
wzorcowych: pétnoc-potudnie oraz wschod-zachod. Wowczas wszystkie pozostate
kierunki moga by¢ okreslane przez odchylenia od wybranych wzorcowych.
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