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Monika Wojnowska

Pojecia matematyczne w klasach poczatkowych —
wprowadzenie

1. Problem swoistosci poj¢¢ matematycznych

Podstawowym skladnikiem naszej wiedzy i budulcem naszego mysélenia sg
pojecia. Nasze sady i sposoby postgpowania sktadaja sie z pojec. Pojecia umozli-
wiajg czlowiekowi klasyfikowanie bytéw i idei, wyprowadzanie regul, stanowig
podstawg logiczna dla naszego myslenia. To dzigki pojeciom czlowiek nie musi
reagowac na kazde zdarzenie, na kazda rzecz jak na co$ jedynego w swoim rodzaju
— potrafi dostrzec i zbudowac naturalne i logiczne zwiazki pomiedzy rozmaitymi
zdarzeniami i przedmiotami skladajacymi si¢ na jego do$wiadczenie.

1.1. W literaturze pedagogicznej nie mamy wielu opracowan dotyczacych uczenia
si¢ pojec, a te, ktore sa, w wigkszosci dotycza pojeé przyrodniczych, zasadniczo
roznych od pojeé matematycznych.

Na czym polega swoistosé matematyki? Jaka jest istota i geneza jej pojgc? Jaka
rzeczywislo$¢ ujmuja pojecia matematyczne?

Problem, co jest przedmiotem matematyki, czym sa obiekty, o ktorych mowi,
jest szeroko rozwazany przez filozofie matematyki. Poglady tam reprezentowane nie
sa jednolite. Ich zréznicowanie wynika w szczegdlnosci z lezacych u ich podloza
zalozen filozoficznych dotyczacych:

1) stosunku matematyki do doswiadczenia i materialnego swiata. Tutaj jedni
widza w matematyce odzwierciedlenic w postaci bardzo abstrakcyjnej
rzeczywisto$ci stosunkow. Inni uwazaja, ze dotyczy to tylko niektorych
fragmentow matematyki, pozostale sa natomiast czystymi i swobodnymi
tworami myéli. Jeszcze inni widza w matematycznych pojeciach wrodzone
kategorie umyslu, idee (wzglednie formy), ktore $wiatu sluzyly za wzér.
roli uprawiajacego matematyk¢ podmiotu. Opozycja podstawowa jest
tu przeciwstawienie pogladu, zgodnie z ktorym obiekty matematyczne
sa wytworem samych matematykow (czlowick jako tworca), pogladowi,
zc obiekty e sa niezalezne od poznajacego podmiotu odkrywajacego je
w trakcie badan (czlowick jako odkrywca).

[SS]
~
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Nie wnikajac glgbiej w roznorodne stanowiska filozoficzne, przedstawmy
krotko tylko przyklady pogladow waznych dla naszych dalszych rozwazan. Takim
klasycznym przyktadem, dobrze ilustrujacym omawiany problem, ktéry wywarl naj-
wigkszy wplyw na nasze wspolczesne przekonania, sa poglady Platona i Arystotelesa. !

U podstaw systemu filozoficznego Platona lezy teoria idei. Wedlug niej istniejg
dwa rodzaje bytu, tworzace dwa odr¢bne §wiaty — niezmienne idee istniejace poza
czasem i przestrzenia oraz zmienne rzeczy postrzegane za pomocg zmystow, mnigj
realne niz idee. Idee istniejg prawdziwic, rzeczy zas co najwyzcj staja si¢. Rzeczy
sg odbiciami, cieniami idei, idee sa wzorami rzeczy. Porzadek $§wiata realnego jest
odwzorowaniem porzadku panujacego w $wiecie idei.

Stosujac t¢ ontologi¢ do matematyki, przedmioty matematyki zaliczyl Platon
do $wiata idei. Jego zdaniem istnieja okreslone obickty niezalczne od czasu, przes-
trzeni i umystu ludzkiego, ktére nazywamy ,jeden”, ,,dwa”, ,trzy”, itd. — a wigc
idee arytmetyczne; istnieja takze takie jak ,,prosta”, ,,punkt”, ,okrag” — a wigc idee
geometryczne. Matematyka opisujaca je i wykrywajaca zwigzki migdzy nimi jest
nauka o ideach. W konsekwencji w matematyce mamy do czynienia nie z two-
1zeniem, a z odkrywaniem: matematyk nie tworzy przedmiotdw, tylko odkrywa je
i opisuje. To decyduje, ze podstawa poznania matcmatycznego jest rozum, a wla-
$ciwa metoda matematyki — metoda aksjomatyczna. Matematyka ma charakter
pojeciowy i cho¢ czasem nawigzuje do obserwacji i posiuguje si¢ mysleniem
obrazowym, jest to jednak tylko okazja do uswiadomienia sobie pojeé, a nie pod-
stawa do ich wytworzenia. Matematyk, zdanicm Platona, przypomina sobie tylko
w ten sposob pojecia odwolujac si¢ do wrodzonej wiedzy o ideach; ,,dusza ponownie
uprzytomnia sobie to, co juz kiedy$ widziala, a mianowicie w swej preegzystencji
przed wypedzeniem do ciala, kiedy to mogla «okiem ducha» bezposrednio ogladac
idee” (H. Schnéddelbach, 1995).

Takie ujecic matematyki pozwala tez Platonowi wyjasni¢ zwigzek miedzy
matematyka czysta a matematyka stosowana. Ot6z twierdzenia matematyki stosujg
si¢ do rzeczy $wiata realnego, gdyz tc ostatnie sg podobnc do idei jako do swych
wzorcéw. ,,Matematyka jest wigc opisem pewnych faktéw, ktére nie zaleza ani od
czasu, ani od przestrzeni, ani od poznajacego umysiu. Nawet gdyby nie bylo na
$wiecie zadnego czlowicka, to i wtedy istnialby $wiat liczb, figur geometrycznych
i innych tworéw matematycznych oraz wzajemne ich zaleznosci — cho¢ nie bylyby
one opisane w zadnym j¢zyku i nie istnialaby matematyka jako zbior definicji
i twierdzen. Matematyk staje zatem wobcec danej, wiecznej, niczalcznej i niczmienngj
rzeczywistosci (przedmiotow matematycznych) i jego zadaniem jest rzeczywistosé
t¢ opisa¢ (R. Murawski, 1995).

! Platon (427-347 p.n.¢.) uczen Sokratesa; Arystotcles (384-322 p.n.e.) tworca logiki, uczen
Platona.
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Arystoteles, akceptujac pewne zasady Platona, wychodzac od tych samych
probleméw, nie akceptowal platonskiej nauki o ideach. Wedlug niego matematyka
nie jest nauka o niezaleznych bytach idealnych, w stosunku do ktorych $wiat rzeczy
jest wtorny, ale jest nauka o obicktach (nazywanych przez niego obiektami matema-
tycznymi) wydobywanych z rzeczy na drodze abstrakcji.

Bedac rezultatem abstrakeji obiekty matematyczne istnieja jako szczegolnego
Todzaju formy (pojgciowe). Wydzielone stanowia one rzeczywistos¢ myslowa, sg
zakorzenionymi w przedmiotach konkretnych wytworami tworczej pracy umysiu.
Twierdzenia matematyczne, zdaniem Arystotelesa, moéwig o formach i stosunkach
formalnych wyabstrahowanych z konkretnych obiektow. ,,Matematyk rozpatruje
swoje obiekty ogolociwszy je z takich wlasnosci jak lekkosc, twardosc... i zatrzymuje
si¢ tylko nad tym, co jest wielkoscig i rozciagloscia... badajac raz polozenie jednych
wzgledem drugich i fakty, ktore stad wynikaja, innym razem ich wspoélmiernosci
i niewspolmiernosci, jeszcze kiedy indziej ich stosunki” (Arystoteles, cyt. za
R. Murawski, 1995).

Wyodrgbniona z rzeczy forma byla dla Arystotelesa najwazniejsza. Pojmowal
ja jako realny odpowiednik pojecia. Forma zajela w jego filozofii to miejsce, kiore
u Platona zajmowala idea. Jak pisze W. Tatarkiewicz — ,,...Platon od razu od
absolutu zaczal; Arystoteles zaczal od badania fizycznego $wiata, by przezen doj$¢
do absolutu” (W. Tatarkiewicz, 1981).

Dalszy rozwoj filozofii matematyki przyniost duzq réznorodnos¢ pogladow,
w omawianej kwestii zblizonych do jednego z przedstawionych stanowisk, nie doko-
nujac zadnych w tej mierze rozstrzygniec.?

W nauczaniu matematyki oba te podejscia — pozostawiajac otwartc kwestic
metafizyczne — sa wazne i uzyteczne. Znajdujemy je obecne w wielu naszych
pogladach do dzis. Przckonanie, ze tego, co prawdziwe, nalezy poszukiwaé nie
w zmyslowym $wiecie zewnetrznym, ale tylko w samym mysleniu, jest platoni-
zmem. Dla arystotelizmu natomiast znamienna jest pewnosé, ze w doswiadczeniu
zmyslowym mozna znalez¢ przynajmniej punkty zaczepienia dla poznania tego, co
prawdziwe.

Musimy tutaj stwierdzi¢, ze niczaleznie od zalozen filozoficznych, scharaktery-
zowanic przedmiotu matematyki nie jest latwe. Szybko rozwijajaca si¢ i przeksztal-
cajaca matematyka umyka wszelkim probom jej zadowalajacego zdefiniowania.

Rozwijajac si¢ coraz bardziej w kicrunku ogolncj nauki o strukturach. staje sie
coraz bardziej wiclowatkowa nauka abstrakcyjna.

Przy tym uwaza sig, z¢ jezeli podstawowe struktury matematyczne sa formami
rzeczywistosci ,,oproznionymi’” z ich zawartosci konkretnej, to struktury tworzone

* Uwaza sig, ze platonizm jest zwyklym pogladem pracujaccgo matcmatyka (Mala encyklo-
pedia logiki, 1981). ,Mig¢dzy duchem a materia posredniczy matematyka” — méwil H. Steinhaus,
godrac jakby oba kierunki, rozniace si¢ w swoim ,akcie wiary”.
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przez wspolczesnych matematykéw w postaci teorii aksjomatycznych sa potencjal-
nymi formami rzeczywistosci, w tym znaczeniu, ze w zastosowaniach moga by¢
wypelniane réznymi tresciami (mowimy rowniez: zinterpretowane).

1.2. W nauczaniu poczatkowym matematyki uczymy poje¢ elementarnych. Za
elementarne uznajemy kazde pojecie matematyczne, ktdre moze byé wyabstra-
howane w drodze bezposredniej, naturalnej matematyzacji znanych juz uczniowi
dobrze stosunkéw rzeczywistych, bqdz zilustrowane w prosty sposob w dziedzinie
elementarnej naiwnej matematyki i propedeutycznej geometrii (Z. Krygowska,
1977).

1.3. Pojecia matematyczne naleza do pojgc abstrakcyjnych. Podzial na pojecia
konkretne i pojecia abstrakcyjne jest najwazniejszym podzialem dla nauczania
matematyki. Logika méwi, ze pojecia konkretne to takie, ktorych nazwy wskazuja
na rzeczy (np. ,krzeslo”, ,pilka”, , pudelko”) albo osoby (np. ,,nauczyciel”, , uczen”)
albo na co$, co wyobrazamy sobie jako osobe fizyczng lub rzecz. Ogoélnie mozna
powiedzie¢, ze pojecia konkretne to takie, ktorych przyktady mozna wskaza¢; jak
mowi Gagné (1970): ,,ich znaczenie moina wyjasni¢ wskazujac je palcem: sg to
pojecia uksztaltowane w drodze obserwacji”. Nalezy uscisli¢: bezposredniej obser-
wacji. Pojgcia abstrakcyjne natomiast to takie, ktorych przykladow nie mozna
wskaza¢ lub doswiadczy¢ wprost. Zazwyczaj wymagaja one definicji slownej.
Wskazuja najczgéciej na pewna ceche (np. ,,bialos¢”, ,,prostokatno$é™), na pewne
zdarzenie czy stan rzeczy (np. ,,placz”, ,,cisza”, ,,sprawiedliwos$¢™) albo na pewien
stosunek migdzy przedmiotami (np. ,,wigkszo$¢”, ,,odleglosc”, ,,bliskos¢™). Objasnie-
nie badz zilustrowanie sensu takich poje¢ wymaga uzycia slow tub czynnosci.
»Podczas gdy parametrami pojg¢ konkretnych sa zazwyczaj fizyczne atrybuty
przedmiotdw, ktérych uczniowic moga doswiadczac wprost, pojecia abstrakcyjne na
og0l nie s bezposrednio dostgpne naszym zmyslom”. Ich sens ,trudno opisaé inaczej
niz za pomocy okredlen slownych, ilustracji badz pokazu” (C. Galloway, 1988).3

1.4. Wprowadzanie nowego pojgcia i wlaczanie go w zespdl innych, znanych juz
uczniowi, moze odbywac si¢ w oparciu o dwie zasadnicze drogi:
— wprowadzenie nowego pojgcia dzigki definicji podanej przez nauczycicla lub
podrecznik, zilustrowanej odpowiednimi przykladami,

* To, 2¢ pojecia matematyczne moga byé (i w nauczaniu poczatkowym sq) interpretowane
w bezposredniej rzeczywistosci konkretnej, nie czyni z nich pojg¢ konkretnych. Przedmiot moze
by¢ ,.okragly”, , kwadratowy”, , {rojkatny”, ale nie czyni to z niego ,kola”, , kwadratu”, ,trojkata”.
Podejscic platonskie (rzeczy sq cieniami idei) znacznie ulatwia rozumienie swoistosci stosunku
migdzy abstrakcyjnymi przedmiotami matematyki a ich konkretnymi modelami w materialnej
rzeczywistosci (chociaz sama zasada abstrakcji pochodzi od Arystotelesa).
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— wprowadzenie nowego pojecia przez takg organizacje aktywnosci ucznia, ze
on sam to pojegcie przy pewnej pomocy nauczyciela konstruuje i nastgpnie
definiuje.

Obie te drogi sa rownie wazne dla rozwoju matematycznego myslenia uczniow.
Pierwsza z nich, wykorzystujaca tok dedukcyjny — czgéciej stosujemy w klasach
starszych. Druga droga, dydaktycznie znacznie trudniejsza, wykorzystujaca tok
indukcyjny — jest charakterystyczna dla klas poczatkowych. Droga ta, w ktorej
konstruowanie pojgcia znacznie wyprzedza jego definicjg, jako punkt wyjscia
przyjmuje intuicyjne ujecie przez ucznia stosunkéw w materialnej rzeczywistosci.
Droga ta bywa najczesciej ukierunkowana na okreslong definicj¢ matematycznag,
jednak nie musi by¢ taka definicjg zamknigta. W nauczaniu szkolnym czgsto po-
przestajemy na tym, co mozna by nazwac opisem lub wyjasnieniem definicyjnym.
W nauczaniu poczatkowym uczen przebywa jedynie poczatkowy etap tej drogi, na-
stawiony na tworzenie dla poj¢¢ matematycznych bardzo szerokiej bazy intuicyjnej.

Opracowanie toku postgpowania dydaktycznego, ktérego celem byloby ksztat-
towanie poj¢¢ matematycznych w ten naturalny, oparty na doswiadczeniach i intuicji
sposob, wymaga poglgbionej refleksji psychologicznej i dydaktycznej.

Temu problemowi poswigcona bgdzie druga, osobna czgs¢ artykulu.
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