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Elzbieta MAKSYMIAK

Koincydencja i efekt katalizy w modelu
o macierzy korelacji minoryzowanej przez macierz uniwersalna

Coincidence and Effect of the Catalysis of the Model About the Matrix
of the Correlation Minorized by the Universal Matrix

Z. Hellwig! sformulowal pytanie nastepujacej tresci: jakie dodatkowe wa-
runki musza by¢ spelnione, aby model opisywany przez pare korelacyjna ( R =
[rijleze R® = [rilesr ) taka, Zerg > 0,7 # 1, mir; > 15 >0 (i, =
1,2,...,k; ¢ # j) posiadal wlasnoéé koincydencji. Odpowiedzi na to pytanie
poswigcona jest praca M. Kolupy i E. Maksymiak.? W pracy E. Maksymiak
uogdlniono warunki podane w pracy Kolupy oraz przedstawiono zupelnie nowe
warunki dotyczace problemu Hellwiga. Z kolei w niniejszej pracy rozstrzygnieto
nastepujacy problem; jakie dodatkowe warunki musza byé spelnione, by model opi-
sywany przez pare korelacyjna (R = [rijlizx, R° = [rilks1) taki, ze: ryj = rirjqi,
r 20,7 =12,...,ki<j),q>1(=12..k—1) posiadal wlasnosé
koincydencji oraz by nie wystepowal w nim efekt katalizy. Przedstawiony problem
sformulowano i udowodniono w posiaci dwéch twierdzen. Zanim jednak podamy te
twierdzenia udowodnimy pewien lemat, z ktérego bedziemy korzystaé w trakcie ich
dowodéw.

Lemat:

Jezeli elementy d;; macierzy kwadratowej D stopnla m spelniaja warunki:
a)dijj=1dlai>j
b) dj; > 1

v Z.Hellwig: Przechodniosé relacji skorelowania pomiedzy zmiennymi losowymi i plyngce
sted wnioski ekonometryczne, ,Przegl.Statyst.” 1976, z.1.

2 M. Kolupa: Macierze brzegowe w badaniach ekonometrycznych, PWE, Warszawa 1982;
E.Maksymiak: O wlasnosci koincydencyi i efekcie katalizy dla modeli opisywanych przcz pewne
pary korelacyjne, , Przegl. Statyst.” 1986, z.4.
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c) djj > dj_1; 2 co.dy; 20
d) nieréwnosci ostre d;; > 1i djj > dj_y; zachodza dla wszystkich, by¢ moze
z wyjatkiem jednego j, to det D > 0.

Dowdd:
Dowéd przeprowadzimy metoda indukcji matematycznej wzgledem n. Gdy m ='1
to det D = 1 czyli teza jest prawdziwa. Dla dowodu zalézmy, ze lemat jest
prawdziwy dla m = n i ze macierz D stopnia n + 1 spelnia zalozenia lematu.
Jezeli duy1 nt1 > dn nti1, to do n-tej kolumny wyznacznika macierzy D dodajemy
n 4+ 1-sz3 kolumne pomnozona przez wyrazenie postaci z = e f“:;n el
nastepnie odejmujemy n-ty wiersz od n + 1-szego. Wtedy rozwijajac wyznacznik

macierzy D wzgledem n + 1-szego wiersza otrzymujemy réwnoéé

det D = (dn+1 n+4l — Gn ,,.H)det D‘,

gdzie D* jest macierzg stopnia n o elementach dj; = d;; dla j < nidj, =
din + zd; ny1- W przypadku gdy dntins1 = dnny1 od n + l-szego wiersza
wyznacznika macierzy D odejmujemy n-ty wiersz i wyznacznik ten rozwijamy
wzgledem n + 1-szego wiersza. Po tym przeksztalceniu wyznacznik macierzy D

ma postaé
det D = —(1 — dp,) det D*,

gdzie elementy macierzy D* stopnia n spelniaja zaleznosé:
d;=djj dla j<n i dj, =dins.
Na mocy zalozenia d) prawdziwa jest nieréwnosé
1-dn, <0.

Poniewaz dj; spelnia zalozenia a) - d) (w obu przypadkach) wiec na mocy indukeji
matematycznej det D > 0.
Ponizej przedstawiamy zapowiedziane wczesniej twierdzenia.

Twierdzenie 1.

Jezeli
rij = rivjqi oraz vy =rji (1,7j=1,2,...,k i< j) (1)
ri; =1 (5,i=12,..., ki=j) 2
g > 1 (i=1,2,..,k=1) ®)

% < gi+1 (i=12,...,k-2) C))
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ri 0 (i=1,2,...,k) (5)
;’l—i>r,.2 (i=1,2,...,k), (6)

to R = [rijlrzt jest macierza korelacji i model opisywany przez pare korelacyjna,
(R, R°) ma wlasnosé koincydencji.

Dowéd:
Aby udowodnié, ze R = [rijlez+ jest macierza korelacji wystarczy wykazaé, ze
macierz ta jest dodatnio okreslona. Niech A bedzie minorem gléwnym stopnia
m < k macierzy R, ktéry na mocy zaleznosci (1) ma postaé

1 TIT2q1 TIT3q1 ... T1TmQ)

rireqy 1 TaT3q2 ... T2alm{2

M=1| T1T3q1 T2r3q2 1 ... T3TmQ3
PITmq1 T2™mq1 T3Tmq3 ... 1

Po zastosowaniu odpowiednich przeksztalcen do wyznacznika M otrzymujemy

nastepujaca zaleznosé

n T T .- TmQn
1
m T1q1 > 7'31(12 ore Tmq2
M= Hrp TIqy T2 o e Tm@3 | =
p=1 . . . . .
1
iy T292 T3¢3 ... -
- @ L Kin
riq1 qln q3 Im
42 43
m 1 34 qls m
- 2 =
=[] 24 I 7g i |=
=1 ) :
1 1 1 . U
rmqﬁ\
m
—_— 2 0
= H rpqp det R°.
p=1

Poniewaz jak latwo zauwazyé elementy macierzy R° spelniaja zalozenia lematu wiec
det R° > 0. Stad na mocy zaleznosci (3) otrzymujemy, ze M > 0 czyli macierz R
jest macierza korelacji. Ponizej wykazemy jeszcze, ze model opisywany przez pare
korelacyjna (R, R°) ma wlasno$é koincydencji tzn., ze zachodzi réwnosé
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signa; = signr; (i=1,2,...,k),

gdzie a; (1 =1,2,...,k) sg elementami wektora A spelniajacego réwnanie

RA=R°
Poniewaz det R # 0 wigc na podstawie wzoréw Cramera otrzymujemy, ze
det R;
| = ———— | = ok
a; det R (i=1,2, ) (7)

gdzie R; jest macierza, ktorej i-ta kolumna jest wektor R?, zas pozostale jej kolumny

sa odpowiednio réwne kolumnom macierzy R. Z réwnosci (7) wynika, ze sign a; =
sign det R; (i = 1,2,..., k). Dla zakonczenia dowodu wystarczy wigc wykazaé, ze

sign det R; = signr; (i=1,2,...,k). ®
Z okreslenia macierzy R; wynika, Ze ma ona postaé
1 rir2q1 ... TTic1n T TItig@n ... T1TEQL
rreqnt 1 ceo Talioiq2 T2 ToTig1q2 ... ToTkQ2
TITEqQ1 T2Tkq2 ... Ti-1TkQi-1 Tk TigiThQidl ... 1

Korzystajac ze znanych wlasnosci wyznacznikéw przeksztalcamy det R; w nastepu-
jacy sposéb:

3

1
o2 .. Tt 0 1 om0 T
1
k na 5o Ti-l@2 1 rip1q2 ... riqe
det R; = H 2 . . . . . . .=
p=1 : : : : : : : :
rigr T2z ... Ticigiol 1oripagin ...
. 4 i o
riq qf T i 1 gigr "7 g
k- . g2 a2
2 1 o R 1 oo |
qu s . . . . . . . . =
r=1 : : : oo : :
#' L3
- 11 .11 L g
k

k

= H r2gpri det RY
p=1
r#i
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Poniewaz, jak latwo zauwazyé, elementy macierzy R} spelniaja zalozenia lematu
wiec

det R > o

co dowodzi réwnosci (8).
Z kolei przedstawimy drugie z zapowiedzianych twierdzer.

Twierdzenie 2.
Aby w modelu z twierdzenia 1 nie wystapil efekt katalizy wystarcza by para
korelacyjna (R, R°) byla regularna.

Dowéd
Na mocy zalozenia (1) i (3) oraz wlasnosci regularnosci pary korelacyjnej wynika,

. ze
/\ rij > 0.

6,j=1,2,..,k
i<j

Nalezy jeszcze pokazaé, ze
r
N rmi<
§,5=1,2,...,k rj

Li<F

Ze wzoréw (1) i (4) mamy prawdziwa nastepujaca nieréwnoséé

/\ Tij = ririq < riTiq;- (9)
321,32,k
<

Ale na mocy wzoru (6) zachodzi zaleznosé

1
A rme<— (10)

i=1,2,...k J

wigc korzystajac ze wzoru (9) i (10) otrzymujemy, ze

/\ rij < ﬁ

5,3=1,2,...k rJ
1<)

Podsumowujac nalezy stwierdzi¢, ze twierdzenia przedstawione w niniejszej
pracy rozszerzaja zbiér specyficznych typéw macierzy korelacji takich, ze odpowia-
dajacy im model posiada wlasnosé koincydencji i nie wystepuje w nim efekt katalizy.
Twierdzenia te uzupelniaja zakres wiadomosci na temat koincydencji i efektu
katalizy liniowych modeli ekonometrycznych a jest to problem wcigz aktualny.
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SUMMARY

The present paper demonstrates the way of solving the following problem: what additional
conditions must be satisfied for the model described by the correlative pair (R = (ri5)hzk»
R® = (ri)ks1) such that rj; = riryqi, 7 #0 (4,7 = 1,2,...,k; i3), 91 (i=1,2,...,k—-1) to
have the properties of coincidence and not to cause an effect of catalysis. :



