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U w agi o degeneracji rozwiązań optym alnych  
w  zagadnieniach programowania liniow ego

Замечания о дегенерации оптимальных решений в линейном программировании

F ü r  die M odelle, w elche die optim ale A usw ahl von versch iedenen  
landw irtschaftlichen  P ro d u k tio n sv erfah ren  m itte ls  A ufgaben lin eare r 
P ro g ram m ieru n g  (LP) beschreiben, ist in N ebenbedingungen ((1), S. 39) 
(in e in sch ränkenden  B edingungen ((2), S. 18, 19)) das H e rv o rtre ten  der 
rech ten  S eiten  — die N ull gleich sind — charak teristisch . Solche N eben
bedingungen  sind z.B. verschiedene B ilanze des ganzen V erbrauchs 
(F u tte rm itte l)  oder der ganzen U m form ung (H erdeum satz) bestim m te r 
G rößen. Es han d e lt sich um  A usdrücke in G estalt:

a^Xj dabei 0 .
j<-Ni >  j-*-N2

D iese A usdrücke kan n  m an leich t auf folgende G esta lt zu rückführen :

] [ ] a i j x j -  X a i j X j  0

j * - N ,  j < - N 2 >

also auf die G esta lt der N ebenbedingungen m it rech ten  Seiten, w elche 
N ull gleich sind. In  F u tte rb ilan zen  kann  m an ein bestim m tes N iveau des 
V orrates e in fü h ren  —  die rech ten  Seiten  der N ebenbedingungen  w erden  
dann  s ta tt N ull positive Zahlen. In H erdeum satzb ilanzen  dagegen haben 
w ir n ich t m it R eserven  zu tun  —  die A brechnung ist ganz, m an  kann
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in N ebenbedingungen  d er L P  A ufgabe die rech ten  Seiten, w elche 
gleich N ull sind, n ich t verm eiden .

Im  P rob lem  d e r op tim alen  A usw ahl der S tru k tu r  von lan d w irtsch a ft
licher P ro d u k tio n  —  in der d u rch  den V erfasser d ieser B em erkungen 
gesehenen 33 M odellen * —  b etru g  d er A n te il, der N ebenbsdingungen , 
d e re r  rech ten  S e iten  N ull gleich sind, von 0 bis 80 pro H u n d e rt der 
allgem einen  Z ahl d e r N ebenbedingungen.

D ie V erte ilu n g  der gesprochenen  N ebenbedingungen ist folgend:

Die Zahl %
d er M odelle der gesam ten  Zahl 

von 33 M odellen

keine  N ebendingung 1 3
bis zu 25%  d er gesam ten
Z ahl der N ebenbed ingungen  14 43

von 2'5% bis zu 50%  6 18
von 50%  bis zu 75%  9 27

ü b er 75%  3 9

Die M odelle, in denen  alle rech ten  S eiten  positiv  sind, gab es also 
ganz sporadisch.

Die n u llg le ichen  rech ten  S eiten  d er N ebenbedingungen  tra te n  auch 
im  P rob lem  des F indens von o p tim ale r F u tte rra tio n  hervor. In  den du rch  
den V erfasser gesehenen  b e tre ffen d en  16 M odellen** b e tru g  der A nteil 
der N ebenbed ingungen  m it n u llg le ich er re ch te r  Seite von 0 bis 97 p.H. 
d er a llgem einen  Z ah l d er N ebenbed ingungen  im  Modell.

D ie V erte ilu n g  obiger N ebenbed ingungen  ist folgend:

D ie Zahl %
der M odelle der gesam ten  Zahl 

von 16 M odellen

keine N ebenbed ingung  11 68
bis zu 25%  d er gesam ten
Zahl d e r N ebenbed ingungen  — —

von 25%  bis zu 50°/o 2 13
von 50%  bis zu 75%  1 6

ü b er 75%  2 13
*  *  *

* Siehe Anm.**.
** D iese B em erkungen betreffen  die M odelle in ostdeutschen, polnischen, sow je

tischen, tschechoslow akischen und w estdeutschen Fachpublikationen,
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Das H erv o rtre ten  in der L P Aufgabe schon n u r  e iner N ebenbedin
gung m it nu llg le icher rech te r Seite b rin g t die D egeneration  d ieser 
A ufgabe.

D er V erfasser dieses A rtikels n im m t an, dass dem  Leser die allge
m eine Term inologie der lin earen  P rog ram m ierung  und  die w ich tigsten  
T atsachen  aus dem  B ereiche der A nw endungen  von L P  b ek an n t w e r
den. So e r in n e rt er, daß  w ir in w eiteren  B etrach tungen  über sym m e
trisches D u a l-P aar der LP A ufgaben sprechen w erden , w elches m an 
m it G ebrauch  von M atrizen folgend darste llen  kann:

Die V ariab len  Xj der p rim alen  A ufgabe w erden  w ir w e ite r als die G röße 
d e r p ro duk tiven  T ätigkeiten  (der p roduk tiven  A k tiv itä ten) verstehen . Die 
V ariab len  yi der dualen  A ufgabe, w erden  w ir dagegen als die S ch a tten 
preise —  die B ew ertungen  der E inheiten  der im  b esch ränk ten  U m fange 
zu r V erfügung stehenden  V orräte  der P ro duk tionsfak to re  —  verstehen . 
((3), S. 189— 190, 691— 692). Die S chattenpreise w erden  d u rch  den 
V erfasser dieses A rtikels  w e ite r „D ualpreise” genannt.)

Im  sym m etrischen  D u al-P aar der L P A ufgaben sind die W erte der 
Z ie lfunk tionen  folgend abhängig: der W ert der m ax im alisie rten  Z iel
fu n k tio n  is t m inder oder gleich dem  W erte der m in im alisierten  Z iel
funk tion . Es is t le ich t m itte ls  der sum m arischen  E inschreibung der 
L P  A ufgabe zu zeigen:

Z ielfunktion:
N ebenbedingungen:
N ich tn eg a tiv itä ts
bedingungen:

P rim ale  A ufgabe 
(max) z =  cTx

D uale A ufgabe 
(min) w  =  bTy

A x < b A Ty  ^  c

y>o

(M axim alisie- 
ru n g  der Z iel
fu nk tion  in 
P rim al-A ufgabe)

(a) (O rdnungsw echsel 
der doppelten  
Sum m ierens)

(1)

(M inim alisierung 
d er Z ielfunktion  
in D ual-A ufgabe)

(b)
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(Im  F all d e r M in im alisierung  d er Z ie lfunk tion  in P rim al-A ufgabe und 
M axim alisierung  der Z ie lfunk tion  in D ual-A ufgabe is t das obige V er
fa h ren  ähnlich.)

In  der T heorie der lin earen  P ro g ram m ieru n g  w urde  die B ehaup tung  
bew iesen, daß  im  D u a l-P aar von LP A ufgaben  der M axim alw ert der 
Z ielfunktion  e in er A ufgabe dem  M in im alw erte  der Z ielfunk tion  zw eiter 
A ufgabe gleich ist, also die optim alen  W erte der beiden Z ielfunk tionen  
des D u a l-P aares  von A ufgaben  sind gleich. ((4), S. 178— 190)

M an kann  sich auf diese B ehaup tung  stü tzen  und  folgende A bhängig
k e it von (1) ■ausführen:

(der obere In d ex  ,,o” b ed eu te t die W erte, w elche die V ariab len  Xj und 
yi in op tim alen  L ösungen annehm en).

Da die A usdrücke in K lam m ern  in (2) von einsch ränkenden  B edin
gungen  der P rim al-A u fg ab e  (b) und  von e insch ränkenden  B edingungen  
der D ual-A ufgabe (a) ergeben, m üssen diese A usdrücke n ich t neg a tiv  
sein; ähn lich  n ich t n eg a tiv  m üssen sowie die W erte  x 3- und  yi als auch  
die M u ltip lik a tio n en  von zwei n ich t n ega tiven  F ak to ren  sein. E ndlich  
sind die S um m en der n ich t n eg a tiv en  S um m anden  gleich N ull, w enn  
jed e r S um m and  gleich N ull ist. W ir bekom m en als E rgebnis:

bei M in im alisierung  der Z ie lfu n k tio n  in  P rim al-A u fg ab e  und  M axim a
lis ie rung  d er Z ie lfu n k tio n  in  D ual-A ufgabe).

D am it die M u ltip lik a tio n  gleich N ull w äre, genügt d er N u llw ert eines 
von F ak to ren . D eshalb  soll m an  in B e trach t folgende M öglichkeiten 
ziehen:

—  der e rs te  F ak to r ist g leich N ull, d er zw eite F ak to r ist positiv;
—  der erste  F ak to r is t positiv, der zw eite F ak to r ist gleich Null.

Als Folge bekom m en w ir:
W enn irgende ine  e in sch rän k en d e  B edingung sich- in  e iner A ufgabe 

des D u a l-P aares von LP A ufgaben  fü r  den ex trem alen  W ert der .Z iel
fu n k tio n  als scharfe  U ngleichung rea lis ie rt, d an n  is t die m it d ieser B e
d ingung v erbundene  V ariab le  der D ual-A ufgabe N ull gleich. Die zw eite 
Folge ist dagegen:

W enn die V ariab le  in  e in er A ufgabe des D u a l-P aares  fü r  den e x tre 
m alen  W ert der Z ie lfunk tion  positiv  ist, dann  n im m t die en tsp rechende 
e in sch ränkende B edingung in D ual-A ufgabe die G esta lt der G leichung.

(2)

(3)



Einige Bem erkungen über due Degeneration..-. 3Q3

Das sind die allgem ein bekann ten  T atsachen  in der M ethodik der 
B edienung von lin eare r P rogram m ierung . Die In te rp re ta tio n  d ieser T a t
sachen im  B ereiche der ökonom ischen P roblem e ist auch bekannt: die 
P roduk tionsfak to re , w elche im  P roduk tionsprozeß  ganz ausgenu tz t w e r
den, haben die positiven D ualpreise, w ährend  die in P roduk tionsprozeß  
n u r teilw eise ausgenu tz ten  P roduk tionsfak to re  die nullg le ichen  D ual
preise haben.

M an kann  jedoch n ich t die Tatsache verm eiden, daß die M ultip lika
tion  der zwei F ak to ren  auch gleich N ull sein kann, w enn die beiden 
F ak to ren  den W ert N ull gleichzeitig  haben. Solcher F all —

z.B. b;— = 0  und y° =  0 
i

— soll analog zu B ehauptung füh ren , daß die ganz im  P ro d u k tio n s
prozeß ausgenu tz ten  P ro duk tionsfak to re  die nullg leichen D ualpreise h a 
ben können. D arum  soll m an aussagen:

„Die P roduk tionsfak to re , w elche im P roduk tionsprozeß  ganz aus
gen u tz t w erden , haben  die n ich t-negativen  D ualpreise.”

* * *

D er F all des gleichzeitigen N ullw ertes beider F ak to ren  der M ultip lika
tion t r i t t  gerade bei der D egeneration der O ptim allösung der L P  A uf
gabe hervor.

(Man soll h ie r d a ran  erinnern , daß bei der B edienung m it S im plex- 
-A lgorithm us, um  die L P  A ufgabe zu lösen, alle N ebenbedingungen — 
die im  M odell des ko n k re ten  ökonom ischen P roblem s die U ngleichungen 
w aren  —  in der G esta lt der exak ten  G leichungen sein m üssen. In diesem  
Zw ecke fü h r t  m an neben  den V ariab len  des M odells —  den E n tsch e i
d u ngsvariab len  ((1), S. 25) anders n a tü rlich en  V ariab len  ((1), S. 152) 
anders echten V ariab len  ((2), S. 58) — die zusätzlichen sogenannten  
S ch lu p fv ariab len  (B ilanzierungsvariab len) ein ((3), S. 692). Die echte V a
riab le  der p rim alen  A ufgabe en tsp rich t der S ch lupfvariab le  der dualen  
A ufgabe und  die S ch lupfvariab le  der p rim alen  A ufgabe en tsp rich t der 
ech ten  V ariab le der dualen  Aufgabe. ((2), S. 58), ((5), S. 57).

In  au feinanderfo lgenden  Lösungen im  L aufe des S im plex-A lgo
rith m u s ist dagegen die Teilung der gesam ten M enge a lle r V ariab len  
au f B asisvariab len  un d  N ichtbasisvariab len  w ichtig. ((3), S. 106)

Die B asisvariable der p rim alen  A ufgabe en tsp rich t d er N ichtbasis
variab le  der dualen  A ufgabe und  die N ich tbasisvariab le  der p rim alen  
A ufgabe en tsp rich t d e r B asisvariab le der dualen  Aufgabe.

Bei der D egeneration  erschein t in P rim al-A ufgabe des D u a l-P aares 
die N ich te in d eu tig k eit der A usw ahl der V ariable, w elche die S am m lung
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der B asisvariab len  verlassen  soll. Deshalb en tsteh en  die A bzw eigungen 
des V erlaufes des S im plex-A lgorithm us, die zu verschiedenen  a lte rn a ti
ven  O ptim allösungen m it dem selben W erte d er Z ielfunk tion  füh ren . In 
je d e r deg en erierten  O ptim allösung  is t zw ischen ih re r  B asisvariab len  
m indestens eine S ch lu p fv ariab le  m it N u llw ert dabei anw esend. In  der 
O ptim allösung d er D ual-A ufgabe dagegen m indestens eine N ichtbasis
v ariab le  den N u llw ert des S im p lex -K rite riu m s (des Zeigers der O pti- 
m alitä t) ann im t. M an k an n  also die S am m lung  der B asisvariab len  d ieser 
O ptim allösung än d e rn  ohne V eränderung  des Z ielfunk tionw ertes. 
Das gibt versch iedene a lte rn a tiv e  O ptim allösungen  d er D ual-A ufgabe. 
Es gibt auch die Fälle, w enn gleichzeitig  in beiden A ufgaben  des D ual- 
-P aa res  sowie die S ch lup fvariab len  als B asisvariab len  auf nu llg le ichem  
N iveau als auch  noch die N ich tbasisvariab len  m it dem  N u llw erte  des 
S im p lex -K rite riu m s anw esend sind. (S ta tt den A usdruck  „S im plex- 
-K rite r iu m ” oder „O p tim alitä tsze ig er” zu gebrauchen , kann  m an über 
,,Z ie lw irkung  der S p a lte ” sagen. ((6 ), S. 139))

Denn die S ch lupfvariab le , w elche als B asisvariable —  auf dem  
N iveau  das g leich  N ull is t —  erschein t, der N u llw ert der ech ten  D ua l
variab le  en tsp rich t, die N ebenbedingung — m it der diese S ch lupfvariab le  
verb u n d en  w ird  — kan n  m an so in A nsich t nehm en, als ob diese N eben
bed ingung scharfe  U ngleichung w äre  (in W irk lichkeit ist jedoch diese 
N ebenbed ingung  in  diesem  F alle  eine genaue G leichung). W ie ist es 
schon frü h e r  e rw äh n t —  im  S inne d er In te rp re ta tio n  d er A ufgaben  der 
lin earen  P ro g ram m ieru n g  im  B ereiche der ökonom ischen P ro b lem atik  — 
die e in sch ränkende B edingung in  der G esta lt d e r scharfen  U ngleichung 
m it der lin k en  Seite  m in d eren  als abso lu tes G lied d eu te t von einem  
U berschuß des b ilan z ierten  P ro d u k tio n sfak to rs  und d ieser P ro d u k tio n s
fa k to r h a t desto  einen  n u llg le ichen  D ualpreis.

In  B eziehung auf O bigem  w ird  es bequem  sein —  im  F alle  des N ull
w ertes  der S ch lu p fv ariab le  als B asisvariab le  in o p tim ale r Lösung der 
L P  A ufgabe — zu sagen, daß die T endenz der N ich tausnu tzung  des vol
len V orrats von en tsp rechendem  P ro d u k tio n sfak to r v o rh an d e t (die T en
denz einen fre ien  Z u tr i t t  zu den en tsp rech en d en  P ro d u k tio n sfak to r vo r
handet). N ehm en w ir au ß e rd em  die einsch ränkende B edingung, in w elcher 
d er N u llw ert d e r S ch lu p fv ariab le  als B asisvariab le  in  op tim ale r Lösung 
h e rv o rtra t, als eine zusätz liche e insch ränkende B edingung an. G leichzei
tig  nehm en w ir an die einsch ränkende B edingung, in w elcher die 
S ch lup fvariab le  auch gleich  N ull ist aber die N ich tbasisvariab le  is t als 
eine haup tsäch liche  e insch ränkende  B edingung.

Die E in fü h ru n g  in d er L P  A ufgabe e iner zusätzlichen N ebenbedin
gung — w enn übrige  haup tsäch liche N ebenbedingungen ohne irgende i
n e r V erän d eru n g  bleiben — kan n  b isherigen  optim alen  W ert d e r Ziel
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funk tion  versch lim m ern  (ein N iederfa ll bei M axim alisierung) oder den
selben auf b isherigem  N iveau bew ahren , kann  dagegen n ich t diesen 
W ert bessern . ((7), S. 145) D er nu llg leiche D ualpreis in B eziehung auf 
en tsp rech en d er zusätz licher N ebenbedingung — in d er auf den D ual
preisen  von P rod u k tio n sfak to ren  beg ründeten  V erabrechnung  — bew irk t 
n ich t die V ergrösserung der P roduk tionskosten , w enn d er V o rra t des m it 
d ieser N eben bedingung b ilanzierten  P ro duk tionsfak to rs s te igern  w ird. 
M an kann  deshalb in ökonom isch b eg rü n d e te r A rt zu V ergrösserung  
des Z ielfunk tionw ertes du rch  Ä nderungen  der absoluten  G lieder in 
h aup tsäch lichen  e inschränkenden  B edingungen streben  und  sp ä te r den 
Zuw achs des abso lu ten  Gliedes in zusätz licher e in sch ränkender B edin
gung en tsp rechend  anpassen. Solches V erfahren  s tö rt n ich t die P rü fu n g  
von S tab ilitä t der O ptim allösung der L P  A ufgabe auf nach träg liche  
Ä nderung  von Schranken .

* * *

In  du rchschn ittlichen  H andbüchern  über L ineare P rog ram m ierung  
un d  d erer A nw endungen  in ökonom ischen L ehren  gibt es n u r  A nw eisun
gen wie im  Falle der D egeneration der L P A ufgabe d ere r eindeutige 
Lösung zu bekom m en, denn die D egeneration offensich tlich  ein 
unbequem es unerw ünsch tes Ereignis fü r Lösungs- und  R echnungstech
n ik  ist. B isherige P ra k tik  „des A ustre tens von D egenera tion” m ach t je 
doch die ökonom ische In te rp re ta tio n  der optim alen Lösung seh r arm . 
Sie p rä sen tie rt n u r  eine von der ganzen M enge von a lte rn a tiv en  B asis
optim allösungen, die Zahl derer zusam m en m it der Z ahl von V ariab len  
un d  N ebenbedingungen m it nu llg le ichen  absoluten G liedern  seh r 
schnell w ächst.

Es scheint, dass es seh r nü tz lich  w äre, genaue U n tersuchungen  d er 
D egeneration  der L P  A ufgabe zu füh ren . B esonders w äre  die even tue lle  
M öglichkeit des Baues von speziellem  A lgorithm us fü r  D ig ita lrechner, 
w elches die ganze M enge der a lte rn a tiv en  O ptim allösungen erfassen  
lasse, ein in tere ssan tes  Problem .
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W parze dualnej zadań program owania lin iow ego w artości m aksym alizowanej 
funkcji celu są m niejsze lub równe w artościom  m inim alizow anej funkcji celu. Jeśli 
te zadania nie są sprzeczne, w artości optym alne obu funkcji celu są równe. Moż
na napisać:

(górny w skaźnik „o” oznacza rozw iązanie optymalne).

Dobrze znanym  w  ekonom ii jest fakt, że całkow icie w ykorzystane czynniki 
produkcji m ają dodatnie oceny dualne, częściow o w ykorzystane — równe zeru 
oceny dualne (zmienna dualna zw iązana z w arunkiem  ograniczającym  zadania  
pierw otnego „w iększym  niż” lub „m niejszym  niż” będzie dodatnia, gdy wspom niany  
w arunek ograniczający jest rów ny zeru lub będzie równa zeru, gdy ten w arunek  
ma dodatnią prawą stronę). W ydaje się, że dotąd nie stanow ił przedm iotu w iększe
go zainteresow ania fakt, że całkow icie w ykorzystane czynniki produkcji mogą po
siadać oceny dualne równe zeru. Jest to charakterystyczne dla pary dualnej zde- 
generow anych zadań program owania lin iow ego — z ich alternatyw nym i rozw iąza
niam i optym alnym i i ocenam i dualnym i. Przypadek b — Z a ijx ° = 0  i jedno

cześnie y .° = 0  został potraktowany przez autora jako przypadek graniczny n ie 

rów ności fy— XajjX° >  0 ,  im plikującej y? = 0 .  Można m ów ić o tendencji w yko

rzystania czynnika produkcji na poziom ie niższym  niż zasób tego czynnika. W nio
sek: całkow icie w ykorzystane czynniki produkcji posiadają nieujemme oceny dualne.

В дуальной паре задач линейного программирования значения максимали- 
зов^нной функции цели меньше или равны значениям минимализованной ф у н 
кции цели. Если эти задачи не претиворечат друг другу, оптимальные значе
ния обеих ф ункций равны. М ожно записать:

S T R E S Z C Z E N I E

Р Е З Ю М Е

(„о” наверху обозначает оптимальное решение).

Из вышесказанного следует общ еизвестное в экономии явление, что полно- 
сьтю использованные производственные факторы имеют положительные дуаль
ные оценки, частично использованные — равные нулю дуальные оценки (дуаль
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ная переменная, связанная о ограничительным условием первичного задания  
„больше” или „меньше”, будет положительной, когда это условие равно нулю  
или будет равна нулю, когда это условие имеет положительную правую сторо
ну). По-видимому, до сих пор не привлекал особого внимания тот ф акт, что 
полностью использованные производственные факторы могут иметь дуальные 
оценки, равные нулю. Это характерно для дуальной пары дегенеративных задач 
линейного программирования, с их альтернативными оптимальными решениями
и дуальными оценками. Случай Ь(— X  ачхГ =  0 и одновременно у ? = 0 тракту-

]
ется как предельный в неравенстве Ь;— X  а ихГ ^  ® » из чего следует у ° = 0 .

]
Можно говорить о т е н д е н ц и и  использования производственного фактора  
на более низком уровне, чем ресурсы этого фактора. Вывод: полностью исполь
зованные производственные факторы имеют неотрицательные дуальные оценки.


